
「大学生の一般化学」 2. 化学の量子論的な理解のための基礎 

 

A. 古典的な波動方程式の導出（本書：13 ページ） 

 

 

 

図 1 弦の振動モデル。時刻 t における位置 x の弦の変位を u(x,t)とする。 

 

 本項では、教科書 13 ページ、式(2.21)に示した古典的な波動方程式を導出する。x 軸方

向に張った弦の y 軸方向の振動を扱うため、図 1 のように弦をݔ߂ごとに分割し、それぞれ

質量	݉߂をもつ質点系が張力 S でつながった系として考える。微小量であることを示すた

め、ݔ,݉に߂を付している。弦の単位長さあたりの質量（線密度）をߩとすると݉߂ ≡ ݔ߂ߩ

である。時刻 t における位置 x にある質点の y 軸方向の変位をݑሺݔ, ሻとする。この質点に働ݐ

く力の y 成分 F は図 1 より 

ܨ ൌ ܵ	sin	ߠ െ ܵ	sin	߮ 

であり、ߠと߮は 

tanߠ ൌ
ݔሺݑ ൅ ,ݔ߂ ሻݐ െ ,ݔሺݑ ሻݐ

ݔ߂
≅
,ݔሺݑ߲ ሻݐ
ݔ߲

≡ ,ݔሺ′ݑ  ሻݐ

tan߮ ൌ
,ݔሺݑ ሻݐ െ ݔሺݑ െ ,ݔ߂ ሻݐ

ݔ߂
≅
ݔሺݑ߲ െ ,ݔ߂ ሻݐ

ݔ߲
≡ ݔሺ′ݑ െ ,ݔ߂  ሻݐ

である。上式においてݔ߂が小さい極限をとり、微分関数に置き換えている。t を固定し x

に関する変分のみを考えているので、ݑᇱሺݔ, ,ݔሺݑሻはݐ ሻのݐ x に関する 1 階の偏微分関数であ

る。 

 弦の変位は小さいとして、ߠ, ߮の 1 次の項までを考えると、sinߠ	~	tanߠ	~	ߠ, 

sin߮	~	tan߮	~	߮であるから、 

ܨ ൌ ܵሺsinߠ െ sin߮ሻ 

	≅ ܵሺtanߠ െ tan߮ሻ 

≅ ܵሾݑ′ሺݔ, ሻݐ െ ݔሺ′ݑ െ ,ݔ߂  ሻሿݐ
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ൌ ܵ ቈ
,ݔሺ′ݑ ሻݐ െ ݔሺ′ݑ െ ,ݔ߂ ሻݐ

ݔ߂
቉  ݔ߂

≅ ,ݔሺ′′ݑܵ  ݔ߂ሻݐ

となる。ݑ′′ሺݔ, ,ݔሺݑሻはݐ ሻのݐ 2 階の偏微分関数 

,ݔሺ′′ݑ	 ሻݐ ≡
߲ଶݑሺݔ, ሻݐ
ଶݔ߲  

である。位置 x にある質点の y 方向の運動を考える。Newton の運動方程式 

݉
	݀ଶ

ଶݐ݀
,ݔሺݑ ሻݐ ൌ  ܨ

から 

݉
߲ଶݑ
ଶݐ߲

ൌ ܵ
߲ଶݑ
ଶݔ߲

 ݔ߂

が得られる。x を固定した運動を考えているので、左辺の t に関する微分は偏微分となる。

ここで 

ݒ ൌ ൬
ݔ߂ܵ
݉

൰
ଵ/ଶ

ൌ ൬
ݔ߂ܵ
ݔ߂ߩ

൰
ଵ/ଶ

ൌ ൬
ܵ
ߩ
൰
ଵ/ଶ	

 

によりݒを定義する。S が[N]つまり[kg m s−2]、ߩが[kg m−1]の次元をもつため、ݒは[m s−1]と

速度の次元をもつ。実際後述するように、ݒは波が伝わる速度を表す。ݒを用いて弦の運動

を表す運動方程式、つまり一次元の古典的な波動方程式は 

߲ଶݑ
ଶݐ߲

ൌ ଶݒ
߲ଶݑ
ଶݔ߲

 

となる。これは、教科書 13 ページの式(2.21) 

ቆ
߲ଶ

ଶݔ߲
െ
1
ଶݒ

߲ଶ

ଶݐ߲
ቇ ,ݔሺݑ ሻݐ ൌ 0 

に等しい。 

 微分可能な関数	݂ሺݔ, ,ݔ݃ሺ	ሻとݐ  ሻを用いて、波動方程式の一般解はݐ

,ݔሺݑ ሻݐ ൌ ݂ሺݔ െ ሻݐݒ ൅ ݃ሺݔ ൅  ሻݐݒ

と表すことができる。݂ሺݔ, ሻݐ ൌ ݂ሺݔ െ ,ݔሻと表されるとき、݂ሺݐݒ ,ݔሻは݂ሺݐ 0ሻを x 軸の正の方

向にݐݒ平行移動した関数に等しい。つまり、関数݂ሺݔ െ ሻはݐݒ x 軸の正の方向に速度ݒで進

む波を表す。逆に݃ሺݔ ൅ ሻはݐݒ x 軸の負の方向に速度ݒで進む波を表す。波動方程式の一般

解はこれらの波の重ね合わせから成り立っている。 
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B. 水素原子のシュレディンガー方程式 （本書：24 ページ） 

 

 水素原子のシュレディンガー方程式は 

ߖ࣢ ൌ  ߖܧ

と表せる。ここで、ハミルトニアン࣢は 

࣢ ൌ െ
԰ଶ

2݉
Δ ൅ ܸሺݎሻ 

である。ラプラシアンΔは、 

Δ ൌ ׏ ∙ ൌ׏ 	
߲ଶ

ଶݔ߲
൅

߲ଶ

ଶݕ߲
൅
߲ଶ

ଶݖ߲
 

であり、極座標で表すと、 

Δ ൌ
1
ଶݎ

߲
ݎ߲
൬ݎଶ

߲
ݎ߲
൰ ൅

1
ଶݎ sin ߠ

߲
ߠ߲

൬sin ߠ
߲
ߠ߲
൰ ൅

1
ଶݎ sinଶ ߠ

߲ଶ

߲߶ଶ 

である。また、ポテンシャルエネルギーܸሺݎሻは	

ܸሺݎሻ ൌ െ
݁ଶ

ݎ଴ߝߨ4
 

である。よって、シュレディンガー方程式を記すと、 

ቈെ
԰ଶ

2݉
ቊ
1
ଶݎ

߲
ݎ߲
൬ݎଶ

߲
ݎ߲
൰ ൅

1
ଶݎ sin ߠ

߲
ߠ߲

൬sin ߠ
߲
ߠ߲
൰ ൅

1
ଶݎ sinଶ ߠ

߲ଶ

߲߶ଶቋ െ
݁ଶ

ݎ଴ߝߨ4
቉ߖሺݎ, ,ߠ ߶ሻ

ൌ ,ݎሺߖܧ ,ߠ ߶ሻ 

となる（本書、式(2.46)）。 

 次に、右辺を移項して両辺に2݉ݎଶをかける。 

െ԰ଶ
߲
ݎ߲
൬ݎଶ

߲
ݎ߲
൰ߖ െ ԰ଶ

1
sin ߠ

߲
ߠ߲

൬sin ߠ
߲
ߠ߲
൰ߖ െ ԰ଶ

1
sinଶ ߠ

߲ଶ

߲߶ଶ ߖ െ ଶݎ2݉ ቆ
݁ଶ

ݎ଴ߝߨ4
൅ ߖቇܧ ൌ 0 

(b2.1) 

ここで、ݎ, ,ߠ ߶の関数である波動関数ߖሺݎ, ,ߠ ߶ሻを、以下のようにݎとߠ, ߶の関数に分けて表す

ことにする。ݎ, ,ߠ ߶は独立変数とする。 

,ݎሺߖ ,ߠ ߶ሻ ൌ ܴሺݎሻܻሺߠ, ߶ሻ 

これを(b2.1)に代入すると、 

െ԰ଶ
߲
ݎ߲
൬ݎଶ

߲
ݎ߲
൰ܴܻ െ ԰ଶ

1
sin ߠ

߲
ߠ߲

൬sin ߠ
߲
ߠ߲
൰ܴܻ െ ԰ଶ

1
sinଶ ߠ

߲ଶ

߲߶ଶ ܴܻ െ ଶݎ2݉ ቆ
݁ଶ

ݎ଴ߝߨ4
൅ ቇܴܻܧ ൌ 0 

െ԰ଶܻ
߲
ݎ߲
൬ݎଶ

߲
ݎ߲
൰ܴ െ

԰ଶ

sin ߠ
ܴ
߲
ߠ߲

൬sin ߠ
߲
ߠ߲
൰ܻ െ

԰ଶ

sinଶ ߠ
ܴ
߲ଶ

߲߶ଶ ܻ െ ଶݎ2݉ ቆ
݁ଶ

ݎ଴ߝߨ4
൅ ቇܴܻܧ ൌ 0 

となる。次に両辺をܴܻで割る。 
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െ԰ଶ
1
ܴ
߲
ݎ߲
൬ݎଶ

߲
ݎ߲
൰ܴ െ

԰ଶ

sin ߠ
1
ܻ
߲
ߠ߲

൬sin ߠ
߲
ߠ߲
൰ܻ െ

԰ଶ

sinଶ ߠ
1
ܻ
߲ଶ

߲߶ଶ ܻ െ ଶݎ2݉ ቆ
݁ଶ

ݎ଴ߝߨ4
൅ ቇܧ ൌ 0 

式をよく見ると、第 1 項と第 4 項はݎのみの関数、第 2 項と第 3 項はߠ, ߶の関数となってい

ることがわかる。これらを左辺と右辺に分けると以下のようになる。 

െ԰ଶ
1
ܴ
߲
ݎ߲
൬ݎଶ

߲
ݎ߲
൰ܴ െ ଶݎ2݉ ቆ

݁ଶ

ݎ଴ߝߨ4
൅ ቇܧ ൌ

԰ଶ

sin ߠ
1
ܻ
߲
ߠ߲

൬sin ߠ
߲
ߠ߲
൰ܻ ൅

԰ଶ

sinଶ ߠ
1
ܻ
߲ଶ

߲߶ଶ ܻ 

左辺と右辺をെߚとおいてそれぞれの方程式を記すと、 

 
െ
1
ܴ
ቊ
߲
ݎ߲
൬ݎଶ

߲
ݎ߲
൰ܴ ൅

ଶݎ2݉

԰ଶ
ቆ

݁ଶ

ݎ଴ߝߨ4
൅ ቇܴቋܧ ൌ െߚ (b2.2)

 

 1
ܻ
ቊ
1

sin ߠ
߲
ߠ߲

൬sin ߠ
߲
ߠ߲
൰ܻ ൅

1
sinଶ ߠ

߲ଶ

߲߶ଶ ܻቋ ൌ െߚ (b2.3)

となる（本書、式(2.51)、式(2.52)）。ここで式(b2.2)の方程式はݎのみの関数であり、動径方

程式と呼ばれる。一方、式(b2.3)の方程式はߠ, ߶の関数であり、角度部分の波動方程式であ

る。 

 

B-1．角度部分の波動方程式を解く 

 式(b2.3)の両辺にsinଶ  、とܻをかけるとߠ

 
െsin ߠ

߲
ߠ߲

൬sin ߠ
߲
ߠ߲
൰ܻ ൅

߲ଶ

߲߶ଶ ൅ ሺߚ sinଶ ሻܻߠ ൌ 0 (b2.4)

となる。ここで、	

ܻሺߠ, ߶ሻ ൌ  ሺ߶ሻߔሻߠሺ߆

とする。これを、式(b2.4)に代入すると、 

 
sin ߠ ∙ ߔ

݀
ߠ݀

൬sin ߠ
݀
ߠ݀
൰߆ ൅ ߆

݀ଶ

݀߶ଶ ߔ ൅ ߚ sinଶ ߠ ∙ ߔ߆ ൌ 0  

となり、さらに両辺をߔ߆で割ると、 

 sin ߠ
߆

݀
ߠ݀

൬sin ߠ
݀
ߠ݀
൰߆ ൅ ߚ sinଶ ߠ ൅

1
ߔ

݀ଶ

݀߶ଶ ߔ ൌ 0  

となる。ߠ, ߶は独立変数であるから、以下のようにふたつの微分方程式を立てることができ

る。 

 sin ߠ
߆

݀
ߠ݀

൬sin ߠ
݀
ߠ݀
൰߆ ൅ ߚ sinଶ ߠ ൌ ݉ଶ (b2.5)

 

 1
ߔ

݀ଶ

݀߶ଶ ߔ ൌ െ݉ଶ (b2.6)
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 次に式(b2.5)と式(b2.6)の微分方程式をそれぞれ解いていくことにする。 

まず、式(b2.5)の微分方程式を解いていく。式(b2.5)の両辺に߆をかけて、
ௗ

ௗఏ
ቀsin ߠ

ௗ

ௗఏ
ቁ߆を計

算すると、 

 
sin ߠ ቆcos ߠ

݀
ߠ݀

߆ ൅ sin ߠ
݀ଶ

ଶߠ݀
ቇ߆ ൅ ߚ sinଶ ߠ ∙ ߆ െ݉ଶ߆ ൌ 0 (b2.7)

 

式(b2.5)の微分方程式を解いていくために、߆ሺߠሻ ൌ ܲሺݔሻ、ݔ ൌ cos とおいて式(b2.7)を変数ߠ

変換する。 

ሺ1 െ ଶሻݔ
ଵ
ଶ ൜ݔ ∙

ݔ݀
ߠ݀

݀
ݔ݀

	ܲሺݔሻ ൅ ሺ1 െ ଶሻݔ
ଵ
ଶ ∙ ൬

ݔ݀
ߠ݀

݀
ݔ݀
൰ ൬
ݔ݀
ߠ݀

݀
ݔ݀
൰ 	ܲሺݔሻൠ ൅ ሺ1ߚ	 െ ሻݔܲሺ	ଶሻݔ െ ݉ଶܲሺݔሻ

ൌ 0 

ここで、 

 ݀
ߠ݀

߆ ൌ
ݔ݀
ߠ݀

݀
ݔ݀

ܲሺݔሻ ൌ ሺെ sin ሻߠ
݀
ݔ݀

ܲሺݔሻ ൌ െሺ1 െ ଶሻݔ
ଵ
ଶ
݀
ݔ݀

ܲሺݔሻ  

である。 

ሺ1 െ ଶሻݔ
ଵ
ଶ ∙ ݔ ∙ െሺ1 െ ଶሻݔ

ଵ
ଶ ∙

݀
ݔ݀

	ܲሺݔሻ ൅ ሺ1 െ ଶሻݔ ൤െሺ1 െ ଶሻݔ
ଵ
ଶ
݀
ݔ݀

൜െሺ1 െ ଶሻݔ
ଵ
ଶ
݀
ݔ݀
ൠ 	ܲሺݔሻ൨

൅ ሺ1ߚ	 െ ሻݔܲሺ	ଶሻݔ െ ݉ଶܲሺݔሻ ൌ 0 

െݔ ∙ ሺ1 െ ଶሻݔ ∙
݀
ݔ݀

	ܲሺݔሻ

െ ሺ1 െ ଶሻሺ1ݔ െ ଶሻݔ
ଵ
ଶ ቈ൜െ

1
2
ሺ1 െ ଶሻିݔ

ଵ
ଶሺെ2ݔሻൠ

݀
ݔ݀

	ܲሺݔሻ െ ሺ1 െ ଶሻݔ
ଵ
ଶ
݀ଶ

ଶݔ݀
	ܲሺݔሻ቉ ൅ ሺ1ߚ	 െ ሻݔܲሺ	ଶሻݔ

െ ݉ଶܲሺݔሻ ൌ 0 

െݔ ∙ ሺ1 െ ଶሻݔ ∙
݀
ݔ݀

	ܲሺݔሻ െ
1
2
ሺ1 െ ଶሻݔ ∙ ݔ2 ∙

݀
ݔ݀

	ܲሺݔሻ ൅ ሺ1 െ ଶሻଶݔ
݀ଶ

ଶݔ݀
	ܲሺݔሻ ൅ ሺ1ߚ	 െ ሻݔܲሺ	ଶሻݔ

െ ݉ଶܲሺݔሻ ൌ 0 

両辺を1 െ  、ଶでわるとݔ

െݔ
݀
ݔ݀

	ܲሺݔሻ െ ݔ
݀
ݔ݀

	ܲሺݔሻ ൅ ሺ1 െ ଶሻݔ
݀ଶ

ଶݔ݀
	ܲሺݔሻ ൅ ሻݔሺܲߚ	 െ

݉ଶ

1 െ ଶݔ
ܲሺݔሻ ൌ 0 

つまり、 

ሺ1 െ ଶሻݔ
݀ଶ

ଶݔ݀
	ܲሺݔሻ െ ݔ2

݀
ݔ݀

	ܲሺݔሻ ൅	ቊߚ െ
݉ଶ

1 െ ଶݔ
ቋܲሺݔሻ ൌ 0, ݉ ൌ 0,േ1,േ2	… 

となる。この式はルジャンドル方程式と呼ばれる。この方程式の解が有限であるためには、 

i. ߚ ൌ ݈ሺ݈ ൅ 1ሻ,			݈ ൌ 0, 1, 2… 

ii. |݉| ൑ ݈ 
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であるとすると、 

ቈሺ1 െ ଶሻݔ
݀ଶ

ଶݔ݀
	െ ݔ2

݀
ݔ݀

	൅	ቊ݈ሺ݈ ൅ 1ሻ െ
݉ଶ

1 െ ଶݔ
ቋ቉ ܲሺݔሻ ൌ 0 

݈ ൌ 0, 1, 2, … 

݉ ൌ 0,േ1,േ2,…േ ݈ 

である。 

 この方程式の解は以下のように求められる。 

 
௟ܲ
|௠|ሺݔሻ ≡

1
2௟݈!

ሺ1 െ ଶሻݔ
|௠|
ଶ

݀௟ା|௠|

|௟ା|௠ݔ݀ ሺݔ
ଶ െ 1ሻ௟  

これを、ルジャンドル陪関数という（本書、式(2.54)）。 

 式(b2.5)の微分方程式の解、߆ሺߠሻは規格化されていなければならない。つまり、 

න ߠሻ݀ߠሺ߆∗ሻߠሺ߆ ൌ 1
஠

଴
 

である。そこで、 ௟ܲ
|௠|ሺݔሻを規格化するために、規格化係数ܣをかけて、 

݂ሺݔሻ ൌ ܣ ௟ܲ
|௠|ሺݔሻ 

とおき、 

න ݂ሺݔሻ݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ 1
ଵ

ିଵ
 

となるようにܣを決める。 

このとき、	

න ௟ܲ
|௠|ሺݔሻ ௡ܲ

|௠|ሺݔሻ݀ݔ ൌ
2

2݈ ൅ 1
௟௡ߜ

ሺ݈ ൅ |݉|ሻ!
ሺ݈ െ |݉|ሻ!

ଵ

ିଵ
 

であるから、 

ଶܣ
2ሺ݈ ൅ |݉|ሻ!

ሺ2݈ ൅ 1ሻሺ݈ െ |݉|ሻ!
ൌ 1 

より、 

ܣ ൌ ቈ
2݈ ൅ 1
2

ሺ݈ െ |݉|ሻ!
ሺ݈ ൅ |݉|ሻ!

቉

ଵ
ଶ
 

であり、規格化されたルジャンドル陪関数は、 

݂ሺݔሻ ൌ ቈ
2݈ ൅ 1
2

ሺ݈ െ |݉|ሻ!
ሺ݈ ൅ |݉|ሻ!

቉

ଵ
ଶ

௟ܲ
|௠|ሺݔሻ 

となる。 

したがって、式(b2.5)の微分方程式の解は、 

 
ሻߠሺ߆ ൌ ቈ

2݈ ൅ 1
2

ሺ݈ െ |݉|ሻ!
ሺ݈ ൅ |݉|ሻ!

቉

ଵ
ଶ

௟ܲ
|௠|ሺcos ሻ (b2.8)ߠ

となる。 
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 続いて、式(b2.6)の微分方程式を解いていく。 

式(b2.6)の解は、 

௠ሺ߶ሻߔ ൌ ,௜௠థ݁ܣ ݉ ൌ 0,േ1,േ2	… 

とおくことができる。 

ここでߔ௠ሺ߶ሻは規格化されていなければならないので、規格化定数をܣとしている。つまり、 

න ௠ሺ߶ሻߔ∗௠ሺ߶ሻߔ
ଶగ

଴
݀߶ ൌ 1 

であるから、 

ଶܣ න ݁ି௜௠థ݁௜௠థ
ଶగ

଴
݀߶ ൌ 1 

ܣ ൌ ඨ
1
ߨ2

 

したがって、 

 

௠ሺ߶ሻߔ ൌ ඨ
1
ߨ2

݁௜௠థ, ݉ ൌ 0,േ1,േ2 … (b2.9)

である。 

 

 式(b2.5)と式(b2.6)のߠと߶に関するそれぞれの微分方程式の解、式(b2.8)、式(b2.9)から、 

ܻሺߠ, ߶ሻ ൌ ሺ߶ሻߔሻߠሺ߆ ൌ ቈ
2݈ ൅ 1
2

ሺ݈ െ |݉|ሻ!
ሺ݈ ൅ |݉|ሻ!

቉

ଵ
ଶ

௟ܲ
|௠|ሺcos ሻඨߠ

1
ߨ2

݁௜௠థ 

つまり、 

 

௟ܻ
௠ሺߠ, ߶ሻ ൌ ቈ

2݈ ൅ 1
ߨ4

ሺ݈ െ |݉|ሻ!
ሺ݈ ൅ |݉|ሻ!

቉

ଵ
ଶ

௟ܲ
|௠|ሺcos ሻ݁௜௠థ (b2.10)ߠ

と求められる（本書、式(2.53)）。 

 ௟ܻ
௠ሺߠ, ߶ሻは水素原子のシュレディンガー方程式の角度部分の解を与えるものであり、球面

調和関数ともよばれる。ここで、位相を考慮してሺെ1ሻ௠をかける場合があるが、それについ

ては WEB「C. 球面調和関数に関する説明」を参照せよ。 

 

B-2．動径方程式を解く 

 式(b2.2)より、 

 
െ
1
ܴ
݀
ݎ݀
൬ݎଶ

݀
ݎ݀
ܴ൰ െ

ଶݎ2݉

԰ଶܴ
ቆ

݁ଶ

ݎ଴ߝߨ4
൅ ቇܴܧ ൅ ߚ ൌ 0  
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両辺に
԰మோ

ଶ௠௥మ
をかけて式を整理すると、 

 
െ

԰ଶ

ଶݎ2݉
൜
݀
ݎ݀
൬ݎଶ

݀
ݎ݀
ܴ൰ൠ ൅ ቊ

԰ଶߚ
ଶݎ2݉

െ ቆ
݁ଶ

ݎ଴ߝߨ4
൅ ቇቋܴܧ ൌ 0  

െ
԰మ

ଶ௠௥మ
でわると、 

 ݀
ݎ݀
൬ݎଶ

݀
ݎ݀
ܴ൰ െ

ଶݎ2݉

԰ଶ
ቊ
԰ଶߚ
ଶݎ2݉

െ ቆ
݁ଶ

ݎ଴ߝߨ4
൅ ቇቋܴܧ ൌ 0  

ここでߚ ൌ ݈ሺ݈ ൅ 1ሻとおくと、 

 ݀
ݎ݀
൬ݎଶ

݀
ݎ݀
ܴ൰ െ ݈ሺ݈ ൅ 1ሻܴ ൅

ଶݎ2݉

԰ଶ
݁ଶ

ݎ଴ߝߨ4
ܴ ൅

ଶݎ2݉

԰ଶ
ܴܧ ൌ 0  

 

 ݀
ݎ݀
൬ݎଶ

݀
ݎ݀
ܴ൰ െ ݈ሺ݈ ൅ 1ሻܴ ൅

2݉݁ଶݎ
଴԰ଶߝߨ4

ܴ ൅
ଶݎ2݉

԰ଶ
ܴܧ ൌ 0 (b2.11)

ここで、ボーア半径は 

ܽ଴ ൌ
଴԰ଶߝߨ4

݉݁ଶ
 

で与えられることから、式(b2.11)の第三項の係数を2ݎ/ܽ଴	とおくことができる。 

さて、この微分方程式を解いていくために、 

ݎ2 
ܽ଴

ൌ (b2.12) ߩ݊

とおくことにする。 

 式(b2.11)の第 4 項の係数は、式(b2.12)の関係と、水素原子のエネルギー、 

ܧ ൌ 	െ
1

଴ଶߝଶߨ16
݉݁ସ

2԰ଶ݊ଶ
 

を代入すると、 

ଶݎ2݉

԰ଶ
ܧ ൌ െ

ଶߩ

4
 

となる。 

 また、式(b2.11)の第 1 項を計算してみると、 

݀
ݎ݀
൬ݎଶ

݀
ݎ݀
ܴ൰ ൌ

ߩ݀
ݎ݀

݀
ߩ݀

ቆ
݊ଶ

4
ܽ଴ଶߩଶ

ߩ݀
ݎ݀

݀
ߩ݀
ቇܴ ൌ

2
݊ܽ଴

݀
ߩ݀

ቆ
݊ଶ

4
ܽ଴ଶߩଶ

2
݊ܽ଴

݀
ߩ݀
ቇܴ

ൌ
2
݊ܽ଴

݊ଶ

4
ܽ଴ଶ

2
݊ܽ଴

݀
ߩ݀

൬ߩଶ
݀
ߩ݀
൰ܴ ൌ ߩ2

ܴ݀
ߩ݀

൅ ଶߩ
݀ଶܴ
ଶߩ݀

 

したがって、式(b2.11)は以下のように、ߩについての微分方程式として書くことができる。 
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ଶߩ
݀ଶܴ
ଶߩ݀

൅ ߩ2
ܴ݀
ߩ݀

െ ݈ሺ݈ ൅ 1ሻܴ ൅ ܴߩ݊ െ
ଶߩ

4
ܴ ൌ 0 (b2.13)

 

 では、式(b2.13)を解いていくことにする。 

両辺に
ଵ

ఘమ
をかけて、動径方程式の解をܴ ൌ ௟݁ିߩ

ഐ
మ݂ሺߩሻとおくと、 

݀ଶ

ଶߩ݀
ቆߩ௟݁ି

ఘ
ଶ݂ሺߩሻቇ ൅

2
ߩ
݀
ߩ݀

ቆߩ௟݁ି
ఘ
ଶ݂ሺߩሻቇ െ

݈ሺ݈ ൅ 1ሻ

ଶߩ
ቆߩ௟݁ି

ఘ
ଶ݂ሺߩሻቇ 

൅݊ߩ ቀߩ௟݁ି
ఘ
ଶ݂ሺߩሻቁ െ

1
4
ቀߩ௟݁ି

ఘ
ଶ݂ሺߩሻቁ ൌ 0 

(b2.14) 

 

式(b2.14)を計算していくと（少々計算が複雑であるが）、次のように整理することができる。 

 
ߩ
݀ଶ

ଶߩ݀
݂ሺߩሻ ൅ ሺ2݈ െ ߩ ൅ 2ሻ

݀
ߩ݀

݂ሺߩሻ ൅ ሺ݊ െ ݈ െ 1ሻ݂ሺߩሻ ൌ 0 (b2.15)

この式の形は、ラゲール陪微分方程式の形に従っている。ラゲール陪微分方程式の一般形

は、 

 
ቊߩ

݀ଶ

ଶߩ݀
൅ ሺ݇ ൅ 1 െ ሻߩ

݀
ߩ݀

൅ ሺ݊′ െ ݇ሻቋ ௡ᇱ௞ܮ ሺߩሻ ൌ 0 (b2.16)

である。式(b2.15)と式(b2.16)を比較してみると、以下のような関係のもと微分方程式が成り

立つことがわかる。 

݇ ൅ 1 െ ߩ ൌ 2݈ െ ߩ ൅ 2 

より、 

݇ ൌ 2݈ ൅ 1 

また、 

݊ᇱ െ ݇ ൌ 	݊ െ ݈ െ 1 

より、 

݊ᇱ ൌ 	݊ ൅ ݈ 

である。݂ሺߩሻ ൌ ௡ᇱ௞ܮ ሺߩሻとして、動径方程式をラゲール陪微分方程式と関係づけて記述すると、

式(b2.15)より、 

 
ቊߩ

݀ଶ

ଶߩ݀
൅ ሺ2݈ െ ߩ ൅ 2ሻ

݀
ߩ݀

൅ ሺ݊ െ ݈ െ 1ሻቋ ௡ା௟ܮ
ଶ௟ାଵሺߩሻ ൌ 0 (b2.17)

となる。݂ሺߩሻ ൌ ௡ା௟ܮ
ଶ௟ାଵሺߩሻであるから、 

௟݁ିߩ 
ఘ
ଶ݂ሺߩሻ ൌ ௟݁ିߩ

ఘ
ଶܮ௡ା௟

ଶ௟ାଵሺߩሻ 

ߩ ൌ
ݎ2
݊ܽ଴

 
(b2.18)
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となる。 

 ここで、ܴ௡௟は規格化されていなければならない。つまり、 

න ܴ௡௟ሺݎሻ∗ܴ௡௟ሺݎሻݎଶ݀ݎ ൌ 1
ஶ

଴
 

である。規格化定数をܣとおいて、式(b2.18)より、 

ܴ௡௟ ൌ ௟݁ିߩܣ
ఘ
ଶܮ௡ା௟

ଶ௟ାଵሺߩሻ 

とすると、 

 
ଶܣ න ௟݁ିߩ

ఘ
ଶܮ௡ା௟

ଶ௟ାଵሺߩሻߩ௟݁ି
ఘ
ଶܮ௡ା௟

ଶ௟ାଵሺߩሻ ቀ
݊
2
ቁ
ଷ
ܽ଴ଷߩଶ݀ߩ ൌ 1

ஶ

଴
 (b2.19)

である。ここで、ݎଶ݀ݎ ൌ ቀ
௡

ଶ
ቁ
ଷ
ܽ଴ଷߩଶ݀ߩである。 

したがって、式(b2.19)より、 

 
ଶܣ ቀ

݊
2
ቁ
ଷ
ܽ଴ଷ න ௟݁ିߩ

ఘ
ଶܮ௡ା௟

ଶ௟ାଵሺߩሻߩ௟݁ି
ఘ
ଶܮ௡ା௟

ଶ௟ାଵሺߩሻߩଶ݀ߩ ൌ 1
ஶ

଴
 

ଶܣ ቀ
݊
2
ቁ
ଷ
ܽ଴ଷ න ൛ܮ௡ା௟

ଶ௟ାଵሺߩሻൟ
ଶ
ߩଶ௟ାଶ݁ିఘ݀ߩ ൌ 1

ஶ

଴
 

ଶܣ ቀ
݊
2
ቁ
ଷ
ܽ଴ଷ

ሾሺ݊ ൅ ݈ሻ!ሿଷ ∙ 2݊
ሺ݊ െ ݈ െ 1ሻ!

ൌ 1 

ଶܣ ൌ
ሺ݊ െ ݈ െ 1ሻ!
ሾሺ݊ ൅ ݈ሻ!ሿଷ ∙ 2݊

൬
2
݊ܽ଴

൰
ଷ

 

 

よって、規格化定数ܣは 

 
ܣ ൌ ቈ

ሺ݊ െ ݈ െ 1ሻ!
ሾሺ݊ ൅ ݈ሻ!ሿଷ ∙ 2݊

቉

ଵ
ଶ
൬
2
݊ܽ଴

൰

ଷ
ଶ
 (b2.20)

と求められる。 

 

 ここで、ラゲール陪多項式の積分公式 

න ሼܮ௡ᇱ௞ ሺݔሻሽଶݔ௞ାଵ݁ି௫݀ݔ ൌ
ሺ݊ᇱ!ሻଷ

ሺ݊ᇱ െ ݇ሻ!
ሺ2݊ᇱ ൅ 1 െ ݇ሻ

ஶ

଴
 

において、 

௡ᇱ௞ܮ ሺݔሻ ൌ ௡ା௟ܮ
ଶ௟ାଵሺߩሻ 

とすると、 

න ൛ܮ௡ା௟
ଶ௟ାଵሺߩሻൟ

ଶ
ߩଶ௟ାଶ݁ିఘ݀ߩ ൌ

ሼሺ݊ ൅ ݈ሻ!ሽଷ

ሼ݊ ൅ ݈ െ ሺ2݈ ൅ 1ሻሽ!
ሼ2ሺ݊ ൅ ݈ሻ ൅ 1 െ ሺ2݈ ൅ 1ሻሽ

ஶ

଴
ൌ
ሼሺ݊ ൅ ݈ሻ!ሽଷ ∙ 2݊
ሺ݊ െ ݈ െ 1ሻ!

 

であることを使っている。 

 

 動径方程式の解は、式(b2.18)と式(b2.20)より、 
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ܴ௡௟ሺݎሻ ൌ ቈ
ሺ݊ െ ݈ െ 1ሻ!
ሾሺ݊ ൅ ݈ሻ!ሿଷ ∙ 2݊

቉

ଵ
ଶ
൬
2
݊ܽ଴

൰

ଷ
ଶ
൬
ݎ2
݊ܽ଴

൰
௟

݁
ି ௥
௡௔బܮ௡ା௟

ଶ௟ାଵ ൬
ݎ2
݊ܽ଴

൰

ൌ ቈ
ሺ݊ െ ݈ െ 1ሻ!
ሾሺ݊ ൅ ݈ሻ!ሿଷ ∙ 2݊

቉

ଵ
ଶ
൬
2
݊ܽ଴

൰
௟ାଷଶ

௟݁ݎ
ି ௥
௡௔బܮ௡ା௟

ଶ௟ାଵ ൬
ݎ2
݊ܽ଴

൰ 

となり、ݎが小さいときにܴ௡௟ሺݎሻが正となるようにെ1をかけて、 

 
ܴ௡௟ሺݎሻ ൌ െቊ

ሺ݊ െ ݈ െ 1ሻ!
ሾሺ݊ ൅ ݈ሻ!ሿଷ ∙ 2݊

ቋ

ଵ
ଶ
൬
2
݊ܽ଴

൰
௟ାଷଶ

௟݁ݎ
ି ௥
௡௔బܮ௡ା௟

ଶ௟ାଵ ൬
ݎ2
݊ܽ଴

൰  

となる（本書、式(2.55)）。 

 なお、ラゲール陪微分方程式の解、ラゲール陪多項式ܮ௡௞は、 

௡௞ܮ ሺݔሻ ൌ
݀௞

௞ݔ݀
ሻݔ௡ሺܮ ൌ

݀௞

௞ݔ݀
෍ሺെ1ሻ௥
௡

௥ୀ଴

ሺ݊!ሻଶ

ሺݎ!ሻଶሺ݊ െ !ሻݎ
 ௥ݔ

で与えられる（本書、式(2.57)）。 

 

 水素原子のシュレディンガー方程式の解、 

,ݎሺߖ ,ߠ ߶ሻ ൌ ܴ௡௟ሺݎሻ ௟ܻ
௠ሺߠ, ߶ሻ 

であり、B-1、B-2 節で解いてきたように動径部分と角度部分の解からなる。ܴ ௡௟ሺݎሻと ௟ܻ
௠ሺߠ, ߶ሻ

はそれぞれ以下のように与えられる。 

 
ܴ௡௟ሺݎሻ ൌ െ ቈ

ሺ݊ െ ݈ െ 1ሻ!
ሾሺ݊ ൅ ݈ሻ!ሿଷ ∙ 2݊

቉

ଵ
ଶ
൬
2
݊ܽ଴

൰
௟ାଷଶ

௟݁ݎ
ି ௥
௡௔బܮ௡ା௟

ଶ௟ାଵ ൬
ݎ2
݊ܽ଴

൰  

 

 

௟ܻ
௠ሺߠ, ߶ሻ ൌ ሺ߶ሻߔሻߠሺ߆ ൌ ቈ

2݈ ൅ 1
ߨ4

ሺ݈ െ |݉|ሻ!
ሺ݈ ൅ |݉|ሻ!

቉

ଵ
ଶ

௟ܲ
|௠|ሺcos   ሻ݁௜௠థߠ
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C. 球面調和関数に関する説明 （本書：24 ページ） 

 

 この教科書では ௟ܲ
|௠|ሺݔሻを規格化するために、規格化係数ܣをかけて、 

݂ሺݔሻ ൌ ܣ ௟ܲ
|௠|ሺݔሻ 

とおき、 

න ݂ሺݔሻ݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ 1
ଵ

ିଵ
 

となるようにܣを決めた。 

つまり、	

න ௟ܲ
|௠|ሺݔሻ ௡ܲ

|௠|ሺݔሻ݀ݔ ൌ
2

2݈ ൅ 1
௟௡ߜ

ሺ݈ ൅ |݉|ሻ!
ሺ݈ െ |݉|ሻ!

ଵ

ିଵ
 

であるから、 

ଶܣ
2ሺ݈ ൅ |݉|ሻ!

ሺ2݈ ൅ 1ሻሺ݈ െ |݉|ሻ!
ൌ 1 

より、 

ܣ ൌ ቈ
2݈ ൅ 1
2

ሺ݈ െ |݉|ሻ!
ሺ݈ ൅ |݉|ሻ!

቉

ଵ
ଶ
 

であり、規格化されたルジャンドル陪関数は、 

݂ሺݔሻ ൌ ቈ
2ሺ݈ ൅ |݉|ሻ!

ሺ2݈ ൅ 1ሻሺ݈ െ |݉|ሻ!
቉

ଵ
ଶ

௟ܲ
|௠|ሺݔሻ 

となった。したがって球面調和関数は 

 

௟ܻ
௠ሺߠ, ߶ሻ ൌ ඨ

1
ߨ2

ቈ
2݈ ൅ 1
2

ሺ݈ െ |݉|ሻ!
ሺ݈ ൅ |݉|ሻ!

቉

ଵ
ଶ

௟ܲ
|௠|ሺcos   ሻ݁௜௠థߠ

となった。 

 

 このとき、ܣは数であるからܣ ൌ は実数であり、݁௜ఋは位相因ܤ。௜ఋとおくことができる݁ܤ

子である。当然のことながら、位相因子を考えなくても水素原子の電子密度やエネルギー

を求めることは可能である。しかし、角運動量の生成消滅演算子ܮ෠ାやܮ෠ିの演算を行った際

に、 ௟ܲ
|௠|ሺݔሻの符号が変わることから、符号の変化をなくすために、 

ሺെ1ሻ
௠ା|௠|

ଶ  

をかけることが一般に行われている。 

したがって、量子力学の教科書では、 
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௟ܻ
௠ሺߠ, ߶ሻ ൌ ሺെ1ሻ

௠ା|௠|
ଶ ඨ

1
ߨ2

ቈ
2݈ ൅ 1
2

ሺ݈ െ |݉|ሻ!
ሺ݈ ൅ |݉|ሻ!

቉

ଵ
ଶ
ሺcos   ሻ݁௜௠థߠ

と書いてあることが多い。（本書ではሺെ1ሻ௠と記載してあるが、これは m が正の整数の場合

である。） 

 前述のように、この教科書ではエネルギーや電子密度を議論する上では何ら問題ないの

で、位相部分をはずして論を進めている。 
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